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BAREM DE CORECTARE, CLASA A XI-A

2026

x y 2 1 -1
Subiectul 1. Determinati x, y,ze R, stiindca | 2x 2y 2z =4 2 =2/.
3x 3y 3z 6 3 3
Suplimentul Gazetei Matematice 5/2026
N T0] L U8 T o3 1 ORI lp
X y z
Daci A=|2x 2y 2z|$i S=x+2y+32,atUNCI A% =5 A ooooooeeeoeeeeeeeeee e 2p
3x 3y 3z
Prin inductie rezultd ca 4" =S8"" - A, oricare ar fi 71 € N". .......cocooiiieooeeeeeeeeeeeeee e 2p
Rezultd S2 - x =2, 82 . =1 81 S 22 — 11 oo Ip
Asadar §77 = 5% (x+2y+32) =™ x4 2(57% - y)+3(5 2) =24 2-3=11 o 2p
Pentru S=1, 0btinem (X, 1, 2) = (2,1, = 1) . oovuriiierirerieriseeeieriee ettt Ip
Pentru § =—1, obtinem (x, ¥, Z) = (—2, -1, 1) ........................................................................................................ Ip

Subiectul 2. a) Se considera sirurile de numere reale (an )nZl si (bn )M, cu aq =1, astfel incat a, =0,

(2n+1) (2n-1)

a a

n n+l

2
, a a, a, a a,, , a :
=8n*-2sibh =—L-—2+ 34 2L pentruorice neN”.

a a; 4, das Gy Gy

Demonstrati ca sirul (bn) este convergent.

n=l1

b) Dati un exemplu de sir marginit (x,) _ care nu este convergent, dar pentru care lim(x,,, —x,)=0.
n—0

nx1
0] L T8 T o3 1 RO SRRR Ip
. . . . 1 . .
a) Demonstratia, eventual prin inductie, a faptului cd a, = T pentruorice 7€ N ..o, 2p
n —
4n—1 4n+1 4 . .. . o
b —b _, = = >0, pentru orice n>2, deci sirul (bn )n21 este strict crescator. ....... Ip

U 4n-3 4n—1 (4n-3)(4n-1)

b":3_(§_zj_(g_2j_m_(4n—3_4n—1j_4n+1<2’ pentru orice neN", asadar sirul (bn) este

35 7 9 4n-5 4n-3) 4n-1 nzl
INATZINIE SUPEIIOT. «..euvieieitieiiesttesteeteeteesttesttesteesteessaesseanseasseesseesseesseanseenseesseassessseessesssseseenseesssesseesseesseesseessessseessenn 2p
Din teorema lui Weierstrass rezulta ca sirul (bn )nZl €S CONVEIZENL. ..uvvieiiieeiiieeiieeeee et e ette et e et e saee e e s e e Ip
b) Fie x, = cos(\/;n) , pentru orice n€ N*. Avem x, €[-1,1], pentru orice n € N", deci sirul este marginit....... lp

(\/nT—\/;)Tc‘Sln( n+1+\/;)n

2 2

Obtinem x,,, —x, = cos( n+ ln) - cos(\/;n) =-2sin
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(x/n +1+ «/;)n
lim(x,., —x, ) =—2lim T sin e 1p
n—»0 n—>0 2(\/”[?4"\/;) 2
x,, =cos2nn=1->1si Xy = 0s(2n+1)n=—1——1, deci sirul (x,) _ nu este CONVErgent. ...........cccooo..... Ip

Subiectul 3. Fie 4, Be M, (R),cu A="A4 si B="'B.Demonstrati ci dacd tr(Asz) = tr((AB)2 ) ,atunci AB = BA
(am notat cu ‘X transpusa, iar cu tr(.X ) urma matricei X € M, (R)).

Andrei Horvat-Marc

SOIUHE: OFICIUL +.vvvvvvrreesseeerreeeesssssess e sesees 88 Ip
Fie tr(4°8?)=tr((4B)’ )=k eR si M = AB~BA.

Pe de o parte, avem k = tr(A’B> ) =tr(AB* A) =tr(BA’B), cccooocorscerseesiossseessosssessos s 2p
far pe de alta parte & =tr((AB) ) =tr((BAY ). oo 2p
Din M* =(AB) - AB’A—BA*B+(BA)’, rezulta ¢ tr(M* )=k =k —k+Kk=0. ooooorioiricriersescree 1p
Avem ‘M ="(AB-BA)="(AB)—"(BA)="B-"A—"A-'B=BA~AB=-M . ....cocoommerrmrrererrerrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrerreen 1p
Din M =—'M rezultd cd tr(M - ‘M )=—tr(M>) =0 ooooioroosenscenssocsssnsssnssssssses s 1p
Daca M =(q,),, _ atunci 0-ts(br'21) - z[z( ) j ............................................................................... 'p
de unde rezultd ca a, =0, oricare ar fi i, j=1,n . Atunci M =0, e M, (R), adicd AB=BA . .....ccccccccoeuuruuueee. Ip

Subiectul 4. Fie sirurile (a,) _ si (b,) _, cu a,,b, €(0,0) si b, =a,,, ———, pentru orice neN.

n

n+l

Daca limb, =0, atunci:
n—

a) demonstrati ca sirul (an) nu poate fi crescator;

n=0

b) dati un exemplu de sir (b,) _, pentru care sirul (a,) _ nu este monoton;

¢) demonstrati ca sirul (an) este convergent.

n=0

Dana Heuberger

SOIULIE: OFICTU. ..ttt ettt b b ettt s b bt et e s bt e ae et e e bt et e sb e e bt ebeebeetesbeebe et entesbeaes Ip
a) Presupunem ci sirul (a, )n2 , este crescator.
Deoarece b,,, —b, = (aM -a,, ) + ) — 4, >0, rezulta ca sirul (b,,) Lo EStE CTeSCALON. oovvvviniiinnee, Ip
(2+aﬂ+1)(2+an) "=
0=1imb, > b, >0, contradictie. Asadar presupunerea facuta a fost falsa, deci (an )n>0 nu poate fi crescétor. ..... Ip
n—>0 -

1 <
——, daca n este par

n+l1 1

b) Fie b, = . Cum bzk:;—>0 siby,,,=———0,rezultdica b, >0................. 1p
< . 2k +1 2k +1

—, daca n este impar

n

Baia Mare, str. Culturii, nr. 2, cod postal 430282
Telefon si fax: 0262211943, mobil secretariat: 0730123630
Cod fiscal 3825932, e-mail: lucaciu@lucaciu.multinet.ro

Proiect realizat cu sprijinul financiar al Consiliului Judetean Maramures


mailto:lucaciu@lucaciu.multinet.ro

MINISTERUL

‘g@f‘i INSPECTORATUL SCOLAR A EDUCATIEI SI

v JUDETEAN MARAMURES CERCET:ARII
colegiul National - Consiliul Judetean visit

«Vasile Lucaciu Maramures ' ' Maramure$.r0

1 1 1 . 1 1 1
+ = + S1 dypy =y + = + ’
24+a,, 2k+1 2+a, 2+ay,, 2k+1 2+a,,,,

Avem a,;,, =b,;

1 1 a, —a
R . . . _ 2k 2k+1
in consecinta obtinem a,, , —a,, ., = =

2+a,,,, - 2+a,, (2+a2k+1)(2+a2k) ’

not.

Daca a,, =a,,,, =o >0, rezultd cd o=

+;, deci (2k +1)o* +(4k +1)a—(2k +3) =0, insd din
2k+1 2+

relatiile lui Viete rezultd imediat ca ecuatia precedenta are solutiile negative, contradictie. ........cc..cceceerveeriennnne. Ip

Asadar a,, #a,,,,, VkeN.Dacd a,, <a,,,,din (*) rezultd ¢ a,,, <a,,,, >a,, , iar dacd a,, >a,,,,, din (*)

rezultd ¢ a,,,, >y, <ay, , prin urmare sirul (@,) _ = NU ESte MONOTON. .....ocouvveerreeeareeearreeiaeeeeieneeeeee e lp

¢) Dacd ar exista lima, =a€ R, trecand la limitd in recurenta din ipotezd, deducem ca ar trebui sa avem

n—>0

0=a- T Deoarece a, >0, pentru orice neN, deducem ca a>0 si obtinem ca singura valoare posibild a
+a
limitei ar fi solutia pozitiva a ecuatiei precedente, deci a = \/5 L e e 1p
1 1 1 . . .
Avem |bn| =|a,,, —a— 2 ~3 Z\a,,, — a| I ~3 sideoarece a, >0, pentru orice n € N, obtinem
+a, 2+a +a, 2+a
|an — a| .
an+1—a|£ b|+———————<|b,|+ “la, —al,pentruorice 7 €N ..o lp
(2+an)(2+a) 2+a
Fie |a, —a| = x,, pentru orice neN. Cum PR inegalitatea precedentd devine x,,, <|b,|+a-x,, VneN.
+a

3 - . : = n+l - a xn 3 |b’7|
Impartind inegalitatea precedentd la " sinotand —-=y, , deducemcd y, , < e +y,,VneN.

. . o e . . g(l-a
Fie £>0. Deoarece limb, =0, rezultd ca existd n_ € N, astfel incat pentru orice n=>n_, |b,| < g .

Nn—»0

S(I—a)
Asadar y,,, < > F Vs VIIZ R, oo lp
, § e(l-a)( 1 1 . e . .
Obtinem ca y, < 5 —+——>+...+— |+, siinmultind inegalitatea precedentd cu a", rezulta ca
a € € a €
g(l-a g(l-a"™
X, <%(d””5 "ta" T 4 +1)+an -a"™" , deci x, <¥+xn_ a"", NV nzn,.
. 8 n—n, 8
Prin urmare, xn<(xng—5j.a S+E,Vn2ng. (%)
€ n—n, . .o ' A A € n—n € '
a=~2-1€(0,1), asadar [xna —Ej-a © =0, deci existd n, €N astfel incat [xns —Ej-a ¢ SE, Vnxn, .
Din (**) rezultd ca x, <g, pentru orice V n > max(ng, ns') , prin urmare x, —0.
Asadar a, —a, adica lima, 2 L e e e e s se e Ip

n—>0
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